
Ein Urnenschema für das « Aussterben der Geschlechter » 

Von Robert Ineichen, Technikum Luzern und Universität Freiburg 

1. Einige Vorbemerkungen 

« Jeder biologisch und praktisch bedeutungsvolle Komplex der ,Erfahrungswelt', ent­
hält eine Aufforderung zu einer mathematischen, das heisst strengen begrifflichen 
Analyse, Idealisierung und Synthese, zur Schaffung eines Bildes derjenigen Struktu­
ren', welche er in seinem Naturzustand verbirgt.» So schreibt Rolf Nevanlinna [14], 
und er fährt übrigens fort mit der Feststellung: «Solange die Mathematik diesem 
ebenso organischen wie freien Weg gefolgt ist, hat sie ihre Lebenskraft bewahren 
können. » 

Uns scheint, gerade die Wahrscheinlichkeitsrechnung zeige sehr hübsch, wie ge­
wisse mathematische Theorien (so die Geometrie, dann eben die Wahrscheinlich­
keitsrechnung, aber auch die Zahlen- und Gleichungslehre) als Präzisierungen der 
Erfahrungswelt geschaffen werden und wie sie sich dann verselbständigen. — Dies gilt 
nun nicht nur für die Wahrscheinlichkeitsrechnung als Ganzes, sondern auch für 
manches Einzelproblem dieser Disziplin. Im folgenden soll ein solches Einzelproblem 
behandelt werden. Dabei wollen wir nach der Formulierung des Problems so vorge­
hen : Wir versuchen, ein Schema — in unserem Fall ein Urnenschema — zu gewinnen, 
das eine mathematische Behandlungsmöglichkeit verspricht : wir « mathematisieren » 
das Problem. Anschliessend folgt die eigentliche mathematische Behandlung des Pro­
blems : das ist dann eine intern mathematische Angelegenheit. 

2. Problemstellung 

Wir denken uns einen männlichen Neugeborenen als Stammvater eines Ge­

schlechtes, als Begründer einer Linie (0. Generation). Die Zahl seiner männ­

lichen Nachkommen, die als Stammhalter für den Fortbestand des Geschlech­

tes sorgen können, wollen wir als Wert einer Zufallsvariablen Z auffassen; 

für die Werte z von Z gelte 0 ^ z <^ œ. Die zugehörigen Wahrscheinlich-

keiten bezeichnen wir mit pz$ es ist also W (Z = z) = / ? z , 2 Pz = !• Diese 

männlichen Nachkommen bilden die 1. Generation. Unabhängig von Einflüs­

sen der Vererbung, der Zeit oder der Umwelt bestehe nun für jeden männ­

lichen Neugeborenen der 1. Generation wieder die Wahrscheinlichkeit pz, im 

Laufe seines Lebens genau z männliche Nachkommen zu haben. Diese 

männlichen Nachkommen der 1. Generation bilden die 2. Generation. Wie­

derum bestehe für jeden von diesen — unabhängig von den oben genannten 

Einflüssen - die Wahrscheinlichkeit pz im Laufe seines Lebens genau z 

männliche Nachkommen zu erhalten usw. Wir stellen uns nun folgende 

Frage : Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Geschlecht ausstirbt? 441 



Analoge Frageste l lungen : 

— Genetik: Durch eine spontane Mutation entsteht in einem Lebewesen ein neuarti­
ges Gen ; das Lebewesen mit diesem neuartigen Gen spielt die Rolle des « Stamm­
vaters» (O.Generation). Für dieses Gen besteht eine Wahrscheinlichkeit pz,in z 
direkten Nachkommen wieder aufzutreten. Diese z direkten Nachkommen bilden 
die 1. Generation ; ihre direkten Nachkommen, die das betreffende neuartige Gen 
wieder enthalten, bilden die 2.Generation usw. Frage: Welches ist die Wahr­
scheinlichkeit dafür, dass dieses Gen im Laufe der Zeit wieder verschwindet? Dar­
über finden sich Ausführungen bei R.A.Fischer in [6], 

— Warteschlange: An einem Arbeitsplatz, an welchem immer nur ein Stück repariert 
werden kann, befinde sich ein Stück in Reparatur (O. Generation). Alle Stücke, die 
eintreffen, während der Zeit, da das Stück der O. Generation instand gestellt wird, 
bilden die 1. Generation ; pz ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass während dieser 
Zeit genau z weitere Stücke eintreffen und warten müssen. Alle Stücke, die ein­
treffen, während ein Stück der 1.Generation repariert wird, bilden die S.Genera­
tion. Nehmen wir jetzt — vereinfachend — an, sobald eine Generation 0 Stücke um­
fasse, werde die Arbeit eingestellt. Frage : Wahrscheinlichkeit, dass die Arbeit ein­
gestellt werden kann? 

— Physik: E.Schrödinger stellt in [8] ähnliche Betrachtungen an Kettenreaktionen 
an. Durch ein Neutron geeigneter Energie (0. Generation) wird mit Wahrschein­
lichkeit p ein schwerer Kern gespalten, dabei entstehen m Neutronen, die die 
1.Generation bilden; mit der Wahrscheinlichkeit q = 1 — p wird kein solcher 
Kern gespalten, dann umfasst die 1. Generation 0 Objekte. Hier kann also die Zu­
fallsvariable Z nur die beiden Werte m und 0 annehmen ; es ist p0 = q = 1 — p, 
pm = p und für z =f= 0, m ist pz = 0. 
Ein Gegenbeispiel: Vor dem roten Lichte einer Verkehrsampel warte ein Fahrzeug 

(0. Generation). Alle Fahrzeuge, die während des Wartens dieses Fahrzeugs eintref­
fen, bilden die 1. Generation ; pz sei die Wahrscheinlichkeit, dass während dieses War­
tens z weitere Fahrzeuge eintreffen. Nun erscheint kurz grünes Licht; das Fahrzeug 
der O.Generation und einige Fahrzeuge der 1.Generation können weiterfahren, ein­
zelne kommen aber vielleicht nicht mehr durch. Die Fahrzeuge, die jetzt eintreffen, 
während noch Fahrzeuge der 1. Generation warten, bilden die 2. Generation usw. 
Hier werden aber in der Regel unsere obigen Voraussetzungen nicht mehr zutreffen : 
Die ersten paar Fahrzeuge der 1. Generation dürften beim Aufleuchten von Grün 
sofort durchkommen; sie haben keine «Nachkommen», für sie gilt p0 = 1, pz = 0 
für z 2> 1. Für weiter hinten wartende Fahrzeuge der 1. Generation dürfte hingegen 
p0=t=\ sein und damit pz ^f= 0 für z ]> 1. 

3. Ein passendes Urnenschema 

I m R a h m e n von a l lgemeineren Bet rachtungen k a n n die oben formulierte 

Frage mi t Hilfsmit teln angegangen werden , wie sie in der Theor ie der Ver­

zweigungsprozesse (der b ranch ing processes) üblich sind, also vor allem mit 

erzeugenden Funkt ionen . F ü r diesen W e g sei auf die W e r k e von W. Feller 

[1] oder T.E.Harris [5] verwiesen oder auf unsere Arbeit [4]. W i r wollen 

e inen andern W e g g e h e n : Es schien uns reizvoll, für die Bean twor tung der 

442 obigen anschaulichen Fragestel lung nach e inem einfacheren, ebenfalls sehr 



anschaulichen Weg Ausschau zu halten. Wir haben deshalb folgendes Urnen­
schema entwickelt, an welchem wir unsere weiteren Überlegungen durchfüh­
ren wollen : 

Wir denken uns eine mit Kugeln gefüllte Urne. Jede dieser Kugeln trage 
eine nichtnegative ganze Zahl z als Nummer 5 im übrigen seien alle Kugeln 
gleich und 0 ^ z ^ co. Die Wahrscheinlichkeit, aus der gut durchmischten 

Urne eine Kugel mit der Nummer z zu ziehen, sei pz. Es ist dann 2 Pz
 = * ? 

und es sei p0 =£ 0 und p0 ^ 1. Nun wird folgendes Spiel gespielt : 
I.Akt: Es wird eine Kugel gezogen und ihre Nummer z = z± notiert. Dann 

wird die Kugel zurückgelegt und die Urne wieder gut durchmischt. 
2. Akt: Nun werden nacheinander z± Kugeln gezogen. Dabei legen wir jede 

Kugel, nachdem wir ihre Nummer notiert haben, wieder zurück und 
mischen, hevor wir die nächste Kugel ziehen («Ziehen mit Zurücklegen»). 
Wir bilden die Summe z2 der in diesem Akt notierten Nummern. 

3. Akt: In analoger Weise ziehen wir nun z2 Kugeln, wieder mit Zurückle­
gen, und bilden die Summe z5 ihrer Nummern usw. 

Sobald eine der Summen zt = 0 ist, brechen wir das Spiel ab 5 wir setzen 
dann in naheliegender Weise zi+k = 0 für k = 1, 2, 3 ... 

Vergleichen wir nun unser Urnenschema mit unserm Problem des Aus­
sterbens der Geschlechter ! Wir erkennen sofort, dass die eine im 1. Akt gezo­
gene Kugel den «Stammvater» darstellt, der z± «männliche Nachkommen» 
der 1. Generation erzeugt. Die z± männlichen Nachkommen der 1. Generation 
erzeugen total z2 « männliche Nachkommen » der 2. Generation, indem man 
ja z1-mal in die Urne langt (mit Zurücklegen) und jedesmal eine mit einer 
Nummer versehene Kugel herauszieht. Jede dieser Nummern stellt die An­
zahl «männlicher Nachkommen» je eines Vertreters der 1.Generation dar; 
ihre Summe, z2 gibt uns die Zahl der Vertreter der 2. Generation usw. 

Unsere obige Frage nach dem Aussterben des Geschlechtes spalten wir nun 
in zwei Teilfragen auf: 
a) Welches ist die Wahrscheinlichkeit qn, dass zn = 0 ist? qn ist also die Wahr­

scheinlichkeit dafür, dass unser Spiel spätestens mit dem n-ten Akt abbricht. 
b) Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass unser Spiel im Laufe der 

Zeit abbricht? Das heisst : Existiert lim qn= q und wie gross ist allenfalls q ? 
n-*oo 

4. Die mathematische Behandlung unserer Fragen 

a) Die Berechnung der qn 

Es ist natürlich q± = p0 ,da ja p0 die Wahrscheinlichkeit angibt, dass bereits 
nach dem 1. Akt mit dem Spiel abgebrochen wird, d.h. also, dass der Stamm­
vater 0 männliche Nachkommen hat. 445 



Wie gross ist qnfür n > 1? 

Wir können diese Wahrscheinlichkeiten rekursiv berechnen, indem wir die 
folgenden Ereignisse EQ, Ev E2,... Eœ einführen: 

E0 : Es wird im 1. Akt eine Kugel mit der Nummer 0 gezogen. Es ist also z± 

= 0, und das Spiel bricht bereits mit dem 1. Akt ab. Es ist die Wahrschein­
lichkeit dafür gegeben durch W (E0) = p0. 

E± : Es wird im 1. Akt eine Kugel mit der Nummer 1 gezogen, und das Spiel 
bricht spätestens mit dem ra-ten Akt ab. — Dann ist also z1 = 1. Wenn wir nun 
im 2. Akt eine Kugel ziehen, so können wir diese Fortsetzung als Beginn eines 
neuen Spieles auffassen. Dieses neue Spiel muss nun aber spätestens nach (n-\) 
Akten abbrechen. Dann ist aber W(Ei) = p t qn_v 

E2: Es wird im l.Akt eine Kugel mit der Nummer 2 gezogen, und das 
Spiel bricht spätestens mit dem n-ten Akt ab. Es ist also z1 = 2. Wenn wir nun 
im 2. Akt zwei Kugeln ziehen (mit Zurücklegen, siehe oben), so können wü' 
diese Fortsetzung unseres Spieles als Beginn von zwei neuen Spielen betrachten, 
die wir uns auch an zwei Urnen der obigen Art fortgesetzt denken können, 
wenn wir noch etwas anschaulicher sein wollen. Beide Spiele sollen nun aber 
spätestens nach (n-1) Akten abbrechen. Dann wird W (E2) = p^n-v 

Analog definieren wir die weiteren Ereignisse. E, bedeutet also für 0 < / ^ co : 
I m i . Akt ergibt sich z± = / , und die Fortsetzung betrachten wir als Beginn von 
j neuen Spielen, die wir uns auch an /U r nen der obigen Art fortgesetzt denken 
können und die alle nach spätestens (n-1) Akten abbrechen. Somit ist W(E) 

= Ptfn-V 

Nun schliessen sich die Ereignisse£0 ,E v . . . Eœ gegenseitig aus$ wir erhalten: 

qn= W(E0) + W(EX) + ... +W(EJ = 2 Pj ïn-v 
7 = 0 

Ganz analog finden wir q2, q5 usw. 5 stellen wir nun die Resultate zusam­
men, so ergeben sich die folgenden Gleichungen : 
9± = Po 

92 = Po + Pi <?i + P2 9Ì + Ps 9Ì + 

9s = Po+ P±92 + PzVl +Ps9Ì + 

9n = PO + Pi Vn-i + P2 9Ì-1 + Po Vi-! + 

USW. 

Definieren wir jetzt auf dem Intervall 0 rgi x <j 1 eine Funktion/*durch 

444 / ( . r ) = p0 + Pi? + Pi*? + P^ + •>- + Pm*m, 

••+P.9Ì =f(<fi), 

•• +Pœ92 =/(<72)> 

•• +Pa>9n-1 =/(<7«-l)> 



so liefern die Funktionswerte v o n / f ü r x = 0, q±, q2, ... gerade die durch die 
obigen Gleichungen (*) gegebenen Wahrscheinlichkeiten q±, q2, ..., also die 
Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Spiel spätestens nach dem ersten bzw. zwei­
ten bzw. dritten Schritt usw abbricht. 

Kehren wir zu unserem Problem des Aussterbens der Geschlechter zurück, 
so liefern die Gleichungen (*) die Wahrscheinlichkeiten, dass spätestens in der 
1 , 2 , ... n-ten, ... Generation keine männlichen Nachkommen mehr vorhan­
den sind. 

b) Die Berechnung von q 

Nun wenden wir uns der Frage zu, welche Wahrscheinlichkeit dafür besteht, 
dass das Spiel im Laufe der Zeit abbricht. Diese Frage läuft offenbar auf die 
Untersuchung von lim qn hinaus ; es ist also die Folge der durch die Gl eich-

n->oo 

ungen (*) gegebenen qt, i = 1, 2, ... n, ... zu untersuchen. 
Beachten wir zunächst, dass für die oben eingeführte Funkt ion/g i l t : 

/ ' (x) = p± + 2p2x + 3p5x
2 + ... + p ^ > 0 für alle x > 0. 

Das heisst aber, dass die Funktionswerte 

°± = / ( 0 ) , 92 =/(<7i)> °5 =/(<72)> •••> 9n =/(<7»-i)> -
eine monoton wachsende Folgebilden. Da weiter die ̂ Wahrscheinlichkeiten dar­
stellen, so gilt für sie: qi 5^ 1 für i = 1, 2, ... n, ...; unsere monoton wach­
sende Folge ist also auch noch nach oben beschränkt. Somit existiert der Grenz­
wert q dieser Folge, und es ist 

q = limqn = limf(qn_i\ 
n->oo n ->-oo 

und wegen der Stetigkeit von/*ist l i m / (qn_^) = / (q), also q = f (q). 
n-* 00 

Die Wahrscheinlichkeit, dass unser Spiel im Laufe der Zeit abbricht, d.h. 
dass das Geschlecht ausstirbt, ist somit gegeben als eine Lösung der Gleichung 

x = f(x) = Po + Pix + P2X* + P3Z5 + • • • + Pa>x<° (**) 
im Intervall 0 ^ x ^ 1. 

Die obige Gleichung (**) hat als eine Lösung sicher 1, da nach Definition 

unseres Spieles 2 Pz
 = 1 *st- ^ a t s*e i m Intervall 0 ^ x ^ 1 noch weitere 

z=0 

Wurzeln? Man kann diese Frage — in Weiterführung eines Gedankens, der 
sich bei A. Lotka in [7] und W. Feller in [1] findet - in folgender Art anschau­
lich behandelt werden : 

Wir betrachten die Graphen der beiden Gleichungen 

y = x und y = f(x), 445 



wobe i /d i e bisherige Bedeutung habe. Da 1 = / ( l ) ist, so schneiden sich die 
beiden Graphen im Punkte (1/1), und wir haben nur noch zu untersuchen, 
ob sie im Intervall O ^ x <^ 1 noch weitere Schnittpunkte aufweisen. 

Nun haben wir oben festgestellt, dass für x>0 a u c h / ' ( # ) > 0 ist, somit ist 
für solche Werte von x der Graph von/konvex , und es sind nur die drei Fälle 
denkbar : 

(I) Zweiter Schnittpunkt ausserhalb 0 <L x ^ 1: 

(II) Berührung im Punkte (1/1): 

In diesen beiden Fällen ist also 1 die einzige uns interessierende Wurzel 
der Gleichung (**) und für die Wahrscheinlichkeit q, dass das Spiel im Laufe 
der Zeit abbricht, gilt 

q = 1, 

446 d.h. das Spiel bricht sicher im Laufe der Zeit ab. 



(Ill) Zweiter Schnittpunkt innerhalb 0 ^ x <^ 1 : 

y 

Po 

1 x 

Nur in diesem Falle hat die Gleichung (**) eine von 1 verschiedene Wurzel 
s in unserm Intervall 5 wegen der bie der Beschreibung unseres Urnensche­
mas ausdrücklich gemachten Voraussetzung p0 =£ 0 muss s > 0, und ferner 
ist - wie auch die Figur sofort zeigt -

Po = 9i < s-

Daraus folgt aber wieder wie oben, weil ja s =f(s) ist,/(<7t) — q2 < / ( s ) , 
usw., also auch / (^ n _ 1 ) = qn<f(s), d.h. aber, die Folge der qt hat dieses s 
zum Grenzwert. 

Somit ist in diesem Falle q = s < 1, die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das 
Spiel im Laufe der Zeit abbricht, beziehungsweise dass das Geschlecht ausstirbt. 
Und weiter ist 1 — q die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Geschlecht nie­
mals ausstirbt. 

Wir können nun die drei Fälle noch etwas anders charakterisieren : 
Im Falle (I) und im Falle (II) ist offensichtlich/' (1) <; 1, im Falle (III) ist 

hingegen f(l) > 1 
Was bedeutet n u n / ' ( l ) = lp± + 2/?2 + 5p$ + • • • + u>P<J 

f'(l) ist nichts anderes als der Erwartungswert einer Zufallsvariablen Z, 
die die Werte O, 1, 2, 5 , . . . co mit den Wahrscheinlichkeiten p0, p±, p^p^,..-
bzw. p^ annimmt. In unserem Spiel ist Z gegeben durch die Nummern der 
Kugeln, die bei einem Zug aus der Urne erscheinen können. In unserm ur­
sprünglichen Problem geben die Werte von Z die Zahl der direkten männ­
lichen Nachkommen des Stammvaters oder irgendeines Vertreters einer spä­
teren Generation, die mit der Wahrscheinlichkeit W(Z = z) = pz angenom­
men werden. Jetzt erhält der Erwartungswert E(Z) eine sehr anschauliche 
Bedeutung: 

E(Z) = / ' ( l ) stellt den Erwartungswert der direkten männlichen Nach­
kommen für ein Element irgendeiner Generation dar, also etwa die «mittlere 447 



Anzahl von direkten männlichen Nachkommen » eines Elementes einer Genera­
tion. 

Und das Ergebnis unserer Untersuchung besagt : 
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Geschlecht im Laufe der Zeit ausstirbt, ist 

genau dann kleiner als 1, wenn die «mittlere Anzahl von Nachkommen» eines 
Elementes irgendeiner Generation grösser als 1 ist. Genau in diesem Falle be­
steht also eine Wahrscheinlichkeit, die grösser als Null ist, dass das hoffnungs­
voll begründete Geschlecht dereinst weiterblühe... 

Es dürfte angebracht sein, nochmals auf die wesentlichsten vereinfachen­
den Annahmen hinzuweisen : Unsere pz haben wir als zeitlich konstant ange­
nommen. Wir haben also z. B. nicht berücksichtigt, dass infolge des Rückganges 
der Sterblichkeit immer mehr Neugeborene das heiratsfähige Alter erreichen 
und dass etwa eine «säkulare Zunahme der Heiratsfähigkeit» festgestellt wer­
den kann. (Man vergleiche dazu die Arbeit [15] von A.Moser), Und wir 
haben z.B. weiter auch nicht berücksichtigt, dass die pz davon abhängen 
könnten, ob das Element, das Nachkommen erzeugt, etwa aus einer Familie 
mit viel oder wenig Nachkommen stammt. 

5. Zahlenbeispiele 

Es stellt sich die Frage, wie man zu Schätzwerten für die pz kommen kann. 
Ein naheliegender Weg ist der folgende: Wir nehmen eine passend ausge­
wählte Gesamtheit von N Neugeborenen. Wir stellen fest, dass Nz davon im 
Laufe ihres Lebens z männliche Nachkommen (z = 0, 1, 2, 5, ... co) haben 
und berechnen die relativen Häufigkeiten NjN. So erhalten wir Schätzwerte 
für die pz ; mit ihnen, oder wenn notwendig mit ausgeglichenen Werten, er­
halten wir ein Modell für die oben geschilderte (vereinfachte) Situation. Es 
scheint uns nicht sehr einfach zu sein, aus vorhandenen statistischen Unterla­
gen zu solchen Schätzwerten zu kommen. Die besondere Art der Registerfüh­
rung der Kor por ations ver waltung Luzern gestattet nun für die Luzerner 
Korporationsbürger die Zahlen NjN einfach festzustellen. Wir erhielten 1964 
für die 225 zwischen 1880 und 1889 geborenen Korporationsbürger Zahlen, 
die gestatten, die pz wie folgt abzuschätzen : 

p0 ^ 0 , 6 5 0 , ^ ^ 0,196, /?2^ 0,102, p5^ 0,058, p+™ 0,009, ^ 5 ^ 0,005. 
(Die Korporationsgemeinde Luzern entspricht der «Burgergemeinde» in 

andern Städten.) Einzelheiten finden sich in [4]. 
Eine andere Möglichkeit besteht darin, in einem Familienregister festzu­

stellen, mit welcher Häufigkeit die verschiedenen Anzahlen männlicher 
Nachkommen auftreten. Wir haben dies 1961 im Familienregister des Zivil-

448 standskreises Römerswil LU für die 449 Familien der vor 1896 geborenen 



Männer getan. Die grosse Mehrzahl dieser Männer ist in der zweiten Hälfte 
des 19.Jahrhunderts geboren. Aus der Studie [15] von A.Moser ergibt sich, 
dass in diesem Zeitraum etwa 55% der Geborenen im Laufe ihres Lebens 
eine Familie gegründet haben, damit lassen sich nun ebenfalls Schätzwerte 
gewinnen, z.B. p0f^ 0,60, p±& 0,14, p2œ 0,15 usw. ; die Einzelheiten sind in 
[4] dargelegt. 

Schliesslich könnte man Zahlen über die « ideale Familiengrösse » heranzie­
hen. A.Miller berichtet in seiner Arbeit [11] über derartige Erhebungen in 
Deutschland ; er weist darauf hin, dass wir annehmen dürfen, eine Umfrage 
in der Schweiz würde nicht wesentlich verschiedene Zahlen liefern, und stellt 
ferner fest, dass eine enge Beziehung zwischen der «idealen» oder «ge­
wünschten» Familiengrösse und der tatsächlichen Kinderzahl besteht. Wie­
derum können wir mit Hilfe der Studie [15] von A.Moser abschätzen, dass 
für den Zeitraum, in welchem die Befragten geboren worden sind, gilt, dass 
etwa 70% im Laufe ihres Lebens heiraten. Es ist dann eine einfache Aufgabe 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Schätzwerte für die pz unter diesen Vor­
aussetzungen zu berechnen; wir haben erhalten: p0^f 0,45, p±?*& 0,50,p2f^ 
0,21, p5& 0 , 0 5 5 , / ^ 0,005 u n d / ? 5 ^ 0,002. 

Alle diese Zahlen führen übrigens auf Modelle, in denen der Schätzwert 
für den Erwartungswert E(Z) kleiner als 1 ist; Linien, deren pz durch solche 
Werte gegeben sind, erlöschen also mit Sicherheit. 

Ein grundsätzlich anderer Weg ist der folgende: Wir untersuchen die 
Nachkommenschaft eines Stammvaters und bestimmen in jeder Generation die 
Anzahl männlicher Nachkommen, die im Laufe ihres Lebens z = 0, 1, 2, ... 
männlicher Nachkommen, erhalten haben. Wir bezeichnen mit Nmz die beobach­
tete Zahl von Vertretern der ra-ten Generation, die genau z männliche Nachkom­
men erhalten haben. In [2] hat T. E. Harris bewiesen, dass durch die Terme 

n 

2 NmzjN gerade ein Maximum-Likelihood-Schätzung für die pz gegeben 
m=0 

ist. Dabei ist (n-\-1) die Zahl der beobachteten Generationen und TV die Ge­
samtzahl der in allen diesen Generationen beobachteten männlichen Glie­
dern. Das kann uns auf die Idee bringen, die Nmz aus genealogischen Hand­
büchern zu gewinnen. Die Auszählungen erstrecken sich dann über relativ 
grosse Zeiträume, z. B. für die Familie der Segesser von Brunegg über die Zeit 
vom Ende des 15. Jahrhunderts bis um das Jahr 1900. Das muss natürlich zu 
Schätzwerten führen, die mit grosser Vorsicht aufzufassen sind, zeigen doch 
gerade die schon mehrmals zitierten Arbeiten [12, 15] von A.Moser und die 
Arbeit von A.Burckhardt [9] auf, dass solche relative Häufigkeiten starken 
zeitlichen Schwankungen unterworfen sind. Für die genannte Familie der 
Segesser von Brunegg, die wir gewählt haben, weil ihre Genealogie von einer 
Vollständigkeit ist, wie sie nur wenige andere Familien aufweisen, ergeben 449 



Auszählungen anhand von [10] z.B. die Schätzwerte / ? 0 ^ 0,65, / ? 1 P « 0 , 1 0 

usw., Einzelheiten wieder in [4]. 

6. Ausblicke 

Unser Urnenschema stellt einen Zufallsprozess, einen stochastischen Pro-
zess dar. Unter einem stochastischen Prozess versteht man ganz allgemein eine 
Menge von Zufallsvariablen Zt, die von einem Parameter t abhängen, der 
seine Werte in einem Intervall der reellen Achse annimmt. 

In unserem Falle ist Z0 = 1, es ist die Zahl der Elemente der O.Genera­
tion. Es ist weiter Z± = Z; diese Zufallsvariable gibt, wie wir bereits wissen, 
durch ihre Werte die Zahl der Elemente der 1. Generation, und es ist W(Zi — z) 
= pz. Allgemein geben die Werte der Zufallsvariablen Zt die möglichen 
Zahlen von Elementen der ?-ten Generation 5 ihre Wahrscheinlichkeiten lies-
sen sich berechnen, es soll hier nicht darauf eingegangen werden. 

Die Zt stellen weiter einen sehr speziellen, stochastischen Prozess dar, näm­
lich eine Markoffsche Kette: Die Wahrscheinlichkeit, dass in der (t-\- l)-ten 
Generation eine Anzahl Elemente, z. B. / Elemente, vorkommen, hängt nach 
unsern Voraussetzungen nur davon ab, wie gross die Anzahl i der Elemente 
in der /-ten Generation ist. Es lassen sich also Übergangswahrscheinlichkeiten 
Pt- angeben : 

Pij=W(Zt+±=JlZt = i) 

ist die Übergangswahrscheinlichkeit vom «Zustand» i zum «Zustand» j , 
wenn wir aus der üblichen Terminologie der Markoff-Ketten den Ausdruck 
«Zustand» übernehmen. In einer Markoff-Kette kann man aus der «be­
kannten Gegenwart» (hier Zustand 1) auf die Zukunft (Zustand/) schliessen, 
ohne die Vergangenheit zu kennen. 

Schliesslich wird unsere Markoffsche Kette mit den speziellen Vorausset­
zungen, die wir gemacht haben, als Galton-Watson-Prozess bezeichnet, nach 
dem Botaniker F. Galton, der sich ebenfalls mit dem Prozess des Aussterbens 
der Geschlechter beschäftigt hat und H. W. Watson, der eine erste (unvoll­
ständige) Lösung des Problèmes gegeben hat. Der Theorie und den Anwen­
dungen dieser Prozesse ist das erste Kapitel der Monographie [5] von 
T.E.Harris gewidmet. 
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Zusammenfassung 

Ein Urnenschema für das « Aussterben der Geschlechter » 

Ein männlicher Neugeborener sei Stammvater eines Geschlechtes. Die Zahl seiner 
männlichen Nachkommen, die für den Fortbestand des Geschlechtes sorgen, fassen 
wir als Wert einer Zufallsvariablen Z auf mit W(Z = z) = pz. Unabhängig von Ein­
flüssen der Umwelt, der Vererbung, der Zeit bestehe für jeden männlichen Nach­
kommen der 1. Generation dieselbe Wahrscheinlichkeit pz für z männliche Nachkom­
men, ebenso in allen folgenden Generationen. — Frage : Wahrscheinlichkeit, dass das 
Geschlecht ausstirbt? (Analoge Fragestellungen in der Genetik, bei gewissen Warte­
schlangen und Kettenreaktionen.) — Die Beantwortung der Frage erfolgt an einem 
Urnenschema mit Hilfe der elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Für die pz 

werden abschliessend verschiedene Schätzwerte gegeben. 

Resume 

Un schèma d'urne pour r extinction des races humaines 

Admettons qu'un nouveau-né du genre masculin soit l'auteur d'une race. Le nom­
bre de ses descendants masculins qui garantissent la continuation de la race est donné 
par la valeur d'une variable aléatoire Z avec W(Z = z) = pz. Indépendamment 451 



des influences extérieures, de l'hérédité et du temps, on admet pour chaque descen­
dant masculin de la première génération la même probabilité pz pour z descendants 
masculins, et de même pour toutes les générations suivantes. — Question: Quelle est la 
probabilité que la race s'éteigne? (Des questions analogues se posent pour la généti­
que, pour certaines queues d'attente et des réactions en chaîne.) — La réponse à la 
question se fait par un schéma d'urne à l'aide de la théorie élémentaire des probabili­
tés. Finalement, on donne pour les pz différentes valeurs d'estimation. 

S u m m a r y 

An Urn-Scheme fur the Extinction of Human Races 

Let a male new-born be the original ancestor of a race. The number of his male 
descendants which secure the continuation of the race be the value of the random va­
riable Z with W{Z —z)— pz. Let it further be assumed that, irrespective of environ­
mental, genetic and time influences, for each male descendant of the first generation 
there ist the same probability pz to have male descendants. The same is assumed for all 
following generations. 

Question: What is the probability of extinction of the race? (Analogic questions 
occur in genetics, waiting queues and chain reactions.) 

The question ist answered by an urn-scheme with the help of the elementary theory 
of probability. 

Finally various estimates are given for the pz. 


