Note sur I’interprétation économique de la notion d’élasticité
directionnelle proposée par O.de La Grandville

Par Fabrizio Carlevaro, Genéve

Dans un article paru récemment dans cette revue !, Olivier de La Grandville
propose un nouveau concept d’élasticité de production dont il analyse les pro-
priétés formelles et pour lequel il suggére une interprétation géométrique. Malheu-
reusement, aucune interprétation économique de ce concept n’est proposée par
I’auteur, ce qui laisse sans réponse la question de I’intérét concret de cette notion 2.
Dans cette note, nous nous proposons d’examiner ce point.

Pour une fonction de production 3

y=f(x),x€R}, y€R},

possédant des dérivées partielles continues, I'élasticité directionnelle, E,, en un
point donné de I’espace des facteurs, est définie par O.de La Grandville comme le
facteur de proportionnalité entre la variation différentielle relative de la produc-
tion,

-
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et la variation différentielle relative dl—llorsqu’on pose:
—=a-"i=12...,n,A€R!, (2)
x.

ou les a, sont des constantes non identiquement nulles, appelées coefficients
directeurs. En remplagant les variations différentielles (2) dans la différentielle
logarithmique (1), on en déduit I’expression de I’élasticité directionnelle qui s’écrit :

! O.de La Grandville, «Une généralisation des notions d'élasticité de production: I'élasticité
directionnelle», Revue suisse d’Economie politique et de Statistique, 110, 1, mars 1974, pp. 35-47.

2 I ne nous semble pas que I’exemple numérique proposé par I'auteur a la page 36 soit de nature a
éclairer ce point.

i Le symbole x désigne un vecteur dont les n.composantes seront notées x;, i = 1,2,...,n, etlR}
I’ensemble ouvert des vecteurs a n composantes strictement positives.

Schweiz. Zeitschrift fir Volkswirtschaft und Statistik. Heft 3 1974
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n
E, = iZI €a;. 3)

Comme le souligne justement ’auteur, I’élasticité directionnelle généralise la
notion conventionnelle d’élasticité partielle que I’on obtient en annulant tous les
paramétres a,, sauf un égal a P'unité, ainsi que la notion d’élasticité d’échelle
obtenue en posant tous les paramétres a, €gaux a un.

Mais quelle est donc la signification concréte de la quantité E,? D’aprés les
conditions (1) et (2), il apparait que I’élasticité directionnelle fournit une mesure
sans dimension de I'impact sur la production y d’une variation marginale
conjointe des facteurs de production x le long d’un «sentier d’expansion» x=x(4)
défini par le systéme d’équations différentielles (2).

L’expression paramétrique explicite de ce sentier d’expansion peut étre déter-
minée en intégrant le systéme (2) par rapport a 1. Cela conduit a

logx; = a,logi +k;,i=12,.,n,

ou les constantes k, sont déterminées par des conditions initiales. En posant, par
exemple, x(1) = x°,onobtient:

et les relations ci-dessus s’écrivent :
o ai .
X, =74 i=1.2,..n. 4

Celles-ci définissent une courbe de I’espace IR ? dont la forme peut étre déter-
minée en recherchant 'intersection des n-1 surfaces définies par les n-1 relations
suivantes4:

a.

an
xi=x?<)—(1> Q=12 .01, )

o
XI'!

obtenues en éliminant du systéme (4) le parameétre A, d’apreés le n-¢éme relation.

Dés lors, pour I’étude locale d’une fonction de production, on pourra avoir
recours a la notion d’élasticité directionnelle chaque fois que 1’on est astreint a
modifier les combinaisons de facteurs en observant des relations strictes pouvant
étre représentées analytiquement par ’expression (4). Il s’agira notamment de

4 Par exemple, lorsque tous les a; sont égaux, ces relations définissent n-1 plans dont I'intersection
est une droite issue de!’origine.
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relations résultant de comportements économiques particuliers ou imposées par
des complémentarités technico-économiques strictes qui apparaissent au stade de
I’approvisionnement en facteurs de production.

Néanmoins, on constate qu’il existe une infinité de représentations paramétri-
ques équivalentes a la (4), en ce sens qu’elles définissent toutes la méme courbe
dans 'espace des facteurs. En effet, en posant A = A (u). ou A(x) désigne une
fonction biunivoque positive, définie sur IR}, les relations (4) s’écrivent :

X = X A" =X (u). (6)

Celles-ci définissent la méme courbe quelle que soit la forme de la transforma-
tion biunivoque 2 (u), car en éliminant de (6) le paramétre u, d’aprés la n-éme
relation, on obtient évidemment les équations (5).

En choisissant cette nouvelle représentation paramétrique du sentier d’expan-
sion, les différentielles logarithmiques des x; s’écrivent :

X

dx; <a dz #*) du

) w

et I’élasticité directionnelle devient:

\

Z € a; d—/li =(ﬂ E)E.

b= du A du 7

Elle n’est donc invariante que dans les transformations « () pour lesquelles

di _ du
A U ’
c’est-a-dire lorsque u = kg, ou k désigne une constante arbitraire.

Ce manque d’invariance par rapport a une représentation paramétrique arbi-
traire rend le concept d’¢élasticité directionnelle assez fragile. En effet, cette notion
n’aura un sens précis que si I’on attribue une signification concréte non seulement
au sentier d’expansion choisi mais également au parameétre 2, ou du moins a sa
variation différentielle relative dT}‘ C’est le cas, notamment, lorsqu’on envisage une
échelle de production

di ,. o . s . ,
pour laquelle —s’identifie a la variation différentielle relative de I'un quelconque
y) .
des facteurs de production:
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En revanche, lorsque Adésigne le temps, le concept de taux de croissance de la
production qui représente le facteur de proportionnalité entre la variation diffé-
rentielle relative de y et la variation différentielle absolue du temps t:

dy & dx

! — = _—
y dt  rxodt]
semble beaucoup plus intéressant que celui d’élasticité directionnelle. En effet, quel
pourrait étre I'intérét d’envisager des variations différentielles relatives du temps,
en raison, notamment, du fait que la variable t n’est repérable qu’a partir d’une
origine dont le choix est parfaitement arbitraire?

On observe, néanmoins, que le taux de croissance de la production coincide avec
P’élasticité directionnelle lorsque:

c’est-a-dire, en posant x(0) = x°, lorsque le niveau d’utilisation de chaque facteur
de production évolue dans le temps a taux constant:

x(t)y=xpei,i=12,...,0.

s Ce résultat est mentionné dans la note complémentaire & I'article de O.de La Grandyville.



